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1. INTRODUCTION 

LE PKOBL~ME de I’intitgration des equations de Prandtl en 
convection mixte soul&e en general quelques difficultes 
inherentes i I’absence de conditions limites sur la variable 
d’evolution. Ces difficult& se traduisent par exemple par 
I’impossibilitt de calculer les differentes fonctions de la rep- 
resentation en serie de Blasius de I’ecoulement [I]. 

L’obstacle considtrt ici, pour illustrer ce probleme, est un 
cylindre circulaire chaulTe a temperature uniforme. On se 
placera dans les conditions d’existence d’un ecoulement de 
couche limite stationnaire et bidimensionnel (le cylindre est 
horizontal et inliniment long, la gamme des paramttres est 
convenahlement choisie). 

Lorsque l’ecoulement uniforme loin de I’obstacle est ver- 
tical, on est en presence d’une convection mixte unifor- 
mement favorable ou adverse selon que les forces d’origine 
thermique assistent ou s’opposent aux forces matrices 
extemes. Dans ces conditions les mtthodes de prevision par 
le calcul demeurement semblables a celles utilisees en con- 
vection for&e. Dans les refs. [2.3] I’intigration des equations 
est effect&e au moyen d’un developpement en strie de 
Blasius des champs de vitesse et de temperature. Merkin 
[4] inttgre numtriquement les equations transformtes de la 
couche limite. Les elTets de I’instationnarite sont etudies par 
Kim et Chang [S] et par Jain et Lohar [6]. Tout recemment 
Wang et Kleinstreuer [7] ont present& des resultats relatifs a 
I’influence de la rotation et de la permeabilitl: parietale sur 
une couche limite axisymetrique. 

Quand I’ecoulement lointain est non vertical (Fig. I), le 
problime perd sa symttrie du fait que la fonction i(x), repre- 
sentant la composante tangentielle I la paroi du vecteur 
unitaire vertical ascendant, n’est pas paire. Des regions de 
convection mixte favorable et adverse coexistent alors dans 
la couche limite. C’est la rupture de symttrie qui entraine la 
perte de la condition de demarrage de la couche limite. 

Nous proposons dans ce qui suit un calcul approche per- 
mettant la rehabilitation de la condition manquante dans le 
cas des faibles pousstes d’Archimtde, sans avoir besoin de 
recourir a la resolution des equations completes de Navier- 
Stokes [8-IO]. 

2. FORMULATION 

Dans le cadre des approximations de Boussinesq, les &qua- 
tions de la couche limite de Prandtl, en convection mixte, 
s’tcrivent : 

due u--ETsin (a+x) = uedr 

d”+au,o 
a.r ay 

(F+L,-$)T=O. (1) 

Nous avons pose 
L,, = II a/as+ 6 ii/a?, 
sont : 

pour des commodites d’tcriture, 
Les conditions aux limites associees 

u(x, 0) = u(x, 0) = 0, T(s. 0) = I 

u(*, co) = u,(s), T(s, 00) = 0. 

Les grandeurs sans dimensions s, y. a, a, T sont detinies a 
partir des variables physiques x*, y*, u*, cl*. T* par les 
relations : 

s* = Rx, y* = (R/Re”‘)y, u* = 2lJ,u 

u* = (2U,/Re”‘)u, T* = T:.+T(T,t-7-z). (2) 
.Y, y designent respectivement la coordonnte longitudinale 
comptee a partir du point d’art-&t de I’ecoulement de Auide 
parfait et la coordonnte normale a la paroi; u et a sont les 
composantes du champ des vitesses selon les directions .Y et 
y, T est la temperature. Le parametre E, mesure I’ordre de 
grandeur relatif des effets thermiques sur l’ecoulement. Avec 
les references adopt&es, I’tcoulement potentiel est decrit par 
la fonction U,(X) = sin (x). Le probltme (1) n’est pas ferme 
dans la mesure oti I’on ne dispose pas de conditions de 
Cauchy en x = 0. C’est la presence du terme de poussee 
d’Archimede dans I’equation du mouvement qui est respons- 
able de la non disponibilitt de telles conditions quand a # kn 
@EN). Le probleme peut cependant faire I’objet d’une 
approche au sens des dtveloppements asymptotiques quand 
le paramttre e est petit. Nous admettrons cependant, afin de 
legitimer la dtmarche retenue, que E demeure suffisamment 
grand devand (Re))“‘. 

3. ANALYSE 

Le probleme (I) se presente comme un probltme de per- 
turbation riguliire. Sa solution peut aussi itre construite 
a partir du concept des developpements asymptotiques rac- 
cord&. Cette deuxieme man&e d’envisager le probleme nous 
semble &tre plus appropriee dans la mesure oti elle permet 
une meilleure prise en compte des phenomtnes physiques. 
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FIG. 1. GComttrie du problbme. 
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NOMENCLATURE 

G coefficient de frottement pa&al 
g acceleration gravitationnelle 
Nlf nombre de Nusselt 
Pr nombre de Prandtl 
R rayon du cylindre 
Re nombre de Reynolds, 2fJ, R/v 
T temperature 
ti. t’ composantes de vitesse 
.K, y coordonnees longitudinale et normale 
XS abscisse du point de stagnation. 

Symboles grecs 
a inclinaison de I’koulement uniforme par 

rapport a la verticale 

B coefficient de dilatation therrnique 
E parametre de la convection mixte. 

gKT,- T, )W4UZ 

6, 
viscosite cinematique 
domaine de validite des equations de 
Prandtf 

0, domaine proximal. 

Indices et exposants 
* dlsigne les grandeurs dimensionnelles 

caracterise le domaine proximal 
e relatif a I’ecoulement potentiel 
03 relatif a I’ecoulement uniforme 
P se rapporte i la paroi. 

3. I. Analyse rkgulit+e 
Le principe de moindre degenerescence now incite i 

choisir comme sequence asymptotique P,(E) = E” (no N). 
Nous cherchons done u, u et T sous la forme : 

(u.u,T) = (u,,~~.T~)+E(~,.~~,,TI)+O(~*). (3) 

Le report de ces dtveloppements dans les equations (I) con- 
duit aux deux problemes suivants: 

3.1.1. Premi&e approximarion. Au premier ordre d’ap- 
proximation, on obtient le probltme classique de la con- 
vection forde dont la formulation est : 

uo(x. 0) = uo(x. 0) = 0, T,(x, 0) = I 

U&K, CO) = U,(X), T&K, CO) = 0. (4) 

3.1.2. Seconde approximation. La perturbation (14 ,, u,, T,) 
est solution du probltme suivant : 

L 
a2 au, 

-7 UO% ay +dx 
> 

u,+%v, = T,.sin(.r+a) 
ay 

FY+9=o 
ay 

Pr . L,O,,O - -? 
w 

T, = -Pr’LuI,.,TO 

u,(x,O) = 0,(x,0) = T,(x,O) = 0 

lf, (x, a)) = T, (x. co) = 0. (5) 

Aucune difficulti: de principe n’empeche la resolution 
numerique des problemes (4) et (5) et le calcul des approxi- 
mations successives d’ordre suptrieur. Cette demarche est 
bake sur I’hypothese selon laquelle la presence du petit para- 
mitre E induit, dans la totalite du domaine de validite Q, 
des equations de Prandtl, des effets thermiques relativement 
faibles. Cette hypothese s’avtre inexacte dans un domaine 
proximal Ri, evanescent avec E et contenant I’origine x = 0, 
od les deux termes sources sont simultanement faibles et 
peuvent par consequent itre du meme ordre de grandeur. I1 
apparait ainsi plus nature1 de chercher un autre devel- 

oppement, valable pour x petit, qui confere la meme impor- 
tance aux termes sources. 

3.2. Dhloppemenl proximal 
La normalisation (2) et la nature regulitre de la per- 

turbation s’averent impropres a I’etude de I’ecoulement dans 
le voisinage du point d’arrit de fluide parfait puisqu’elles ne 
permettent pas de tenir compte, dis le premier ordre. de 
I’influence des effets thenniques. II est possible d’eviter cette 
incoherence par I’introduction d’une normalisation adaptee 
a la description du domaine proximal Q. Supposons a cet 
effet que les dimensions caracteristiques de la zone proximale 
sent E” et Ed dans )es directions .Y et y. Soient alors a’. E” et &” 
les ordres de grandeurs respectifs des variables u, u et T dans 
cette region. 

Posons done: 

.y = g”f 7 .1’ = E”‘J, lf = E’li. u = ~“6. T= cqT. (6) 

Les grandeurs proximales ainsi detinies sont supposees @tre 
evidemment d’ordre unite dans Q. Le report de (6) dans 
le probleme (I) et I’application du principe de moindre 
dtgenerescence donne : 

n=l= I, m=p=y=o 

Le domaine proximal se delinit done comme 

R, = {(x,y)~Q,,~=ord(.s)}. 

Dans cette region, le systtme de Prandtl devient 

a6 a6 
gj+gj=o 

(Pr*L--$)P= 0 

qn, 0) = a(,?, 0) = 0, P(T. 0) = I 

qa, co) = I-tO(&Z), F(2, m) = 0. (7) 

A I’instar des variables distales, les variables proximales 
sont exprimees sous forme de developpements en serie de 
puissance de E, soit : 

(l-i,&,) = (~,,~~,~~)+E(~,,8,,~,)+O(EZ). (8) 

L’injection de (8) dans (7) donne, en se limitant au deux 
premiers termes de chaque developpement, les problemes (9) 
et (10): 
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a;, als, 
jy+;ir=o 

Y 

ci, (f, 0) = d, (a, 0) = F’, (f, 0) = 0 

6, (2, 03) = T, (.f, 00) = 0. (10) 

Remarquons que les problemes (9) et (IO) constituent des 
&gh&escences des problemes (4) et (5) dans les seuls cas 
oci a = kn. 

La recherche des solutions distales et proximales aux 
ordres retenus nicessitent a present que I’on precise les con- 
ditions de raccord. 

3.3. Conditions de roccord 
Elles sont bakes sur le principe de I’existence [I I] d’un 

domaine intermtdiare oh sont valables les deux types de 
dheloppement. Son application est immediate, elle donne 
aux deux premiers ordres : 

udO,.v) = 0 

d,(co,Y) = oo(0.y) 

~clb(%Yi = T*(O,Y). (11) 

a,(aY) = ul(o,Y)+,;~~ fZ(0.y) 

T,(m,y) = ~,(O,y)+,~im_.?~(O,y). (12) 

4. CALCUL DES SOLUTIONS 

4.1. Organisation des calculs 
La premiere condition de (1 i) est bien con&me B la pro- 

priete de symetrie de la premiere solution distale dont 
le calcul peut &tre effect& de differentes facons. Les deux 
conditions suivantes servent a calculer la premiere solution 
proximale. Apres quoi on determine la premiere correction 
de la solution de convection for&e grace a la premiere 
relation de (12). La perturbation proximale (u,, II,, T,) es1 
enfin calculee en resolvant le probleme (10) assorti des deux 
dernitres conditions de (12). 

4.2. Mithodes de rholurion 
4.2.1. Solution de convecrion for&e. Elle est calculee 

numtriquement a l’aide d’un schema aux differences finies 
implicite d’ordre deux en Ax, et Ay. L’tquation du mou- 
vement est, a titre indicatif, approchee en chaque noeud (xi, 
y,) par I’tquation discrete : 

+ (20;; ’ - 0;; ‘) 
ubj+ I - 4, - t 

24v 

_ 4, I -2u;,+u&, 
Ay’ (13) 

La sauvegarde de la precision 0 (Ax’) au demarrage necessite 
un traitement special dtduit de l’analyse du comportement 
IocaI de Ia soIution quand x + 0. 

Son diveloppement de Taylor s’ecrit : 

%(S,.V) = x-F\(y) - ; F;(y) +0(x5) 

u&,y) = -F,(y)+;F,(Y)+o(l') 

T”(S,.v) = C,(v)+ ;G,(y)+o(x4). (14) 

Les fonctions F,, G,, F, et Gz sont solutions des problemes 
dil%rentrels (15), (16). (17) et (18) 

F;“+F,F’-F;‘+l =0 

F,(O) = F’,(O) = 0, F’,(m) = 1 (15) 

G’;+Pr.F,G; = 0 

G,(O) = I, G,(m) = 0 

F;‘+F,F’--4F’,F’,+3F;F,+4 = 0 

F,(O) = F;(O) = 0, F;(m) = 1 

G’;+Pr.(F,G;-2F’,G,) = Pr.F,G’, 

G2(0) = G2(co) = 0. 

(16) 

(17) 

(18) 
4.2.2. Premitire solulion proximale. On vtrifie sans peine 

que la solution du probltme (9) possede la forme : 

3,(&y) = S’,(y)-sin cr*&(y) 

Go&y) = -F,(y) 

~d%Y) = G,(Y). (19) 

La fonction F, est telle que: 

F$‘+F,F;--F’,F’, = G, 

F,(O) = FO(0) = Fb(co) = 0. (20) 
Les expressions (19) sont bien compatibles avec les con- 
ditions de raccord (I 1) car : 

QQY) = &~-KY) = -F,(Y) = ~,(O,Y) 

FrJc0.y) = ~c&v) = G,(Y) = T&Y). 

Elles representent de ce fait la solution proximale d’ordre un, 
elles decrivent l’koulement de convection mixte au point de 
stagnation d’une plaque plane. 

4.2.3. Cafcul de la seconde approximarion rt!gufiPre. Ce 
calcut es& conduit de la m@me man&e que celui de la solution 
de convection for&e. Son dimarrage, a partir de x = 0, 
necessite que’ Ton precise la forme limite de u,(x,y) et 
T, (x, y) ainsi que les dirivies au,/ax(O, y) et aT,/dx(O, y). 

Remarquons d’abord que : 

P,G,Y) = P,(O,y)+ s faii, 
o $6~) dl 

= fdO,Y) - 
lace 

s 
o dy (1,~) dl 

et comme t%,/~x(O, y) = -au,/ay(O, y), u,(O,y) devient, 
grHce I(l2): 
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FIG. 2. Position du point de stagnation en fonction du 
nombre de Prandtl, E = 0.2. 

ou bien encore : 4.3. &kupipirulalion 

u,(O,y) = &4O,y)+ $ 
s 

cc (udO,y)--a,(r,~4) dr 
0 

or a,(f, J:) = u,(O, y) = -F,(y) en vertu des expressions (14) 
et (19) d’od: 

u,(O,y) = li,(O,y) = -sin a.FO(y). (21) 
L’analyse du comportement local de cette seconde approxi- 
mation conduit a : 

La solution au second ordre obtenue a partir d’un dtvel- 
oppement regulier en E, s’tcrit, pour la composante longi- 
tudinale de vitesse par exemple : 

u(x, y) = u. (s, y) + EU , (x, y). 

Cette solution est uniformiment valable dans le domaine 
q, ; son comportement a I’approche de x = 0, s’exprime par : 

$_mo u(s, JJ) = x(F; (y) --E cos a. F:‘(y)) 

--E sin a.Fb(v)+O(ex’). 
T,(O,y) = cosa.G:(y) 

Cette forme limite de la solution reguliere est moins sig- 
niticative car contenue dans la solution proximale calculte 
au meme ordre et dont I’expression est : 

u(x,y) = s(F’,(v) --E cos a* F:‘(J))) 

-esina*(Fb(y)-scosa.F,*‘(y)). 

Cette dernitre a I’avantage d’inclure le tenne E’FO+‘(J~ au 
mtme titre que x&F:‘(y) quand x = ord(s). 

z(O,y) = -cosa.Fr(y) 

aT, 
z(O,y) = -sina*GT(y). (22) 

F:, G: et G: sont solutions des problemes (23), (24) et (25). 

F:“‘+F,F:‘‘-2F’,F:‘+F’;F: = G, 

F?(O) = F?‘(O) = FY’(al) = 0 (23) 

Gf”+Pr*F,G:’ = Pr*F:G’, 

G:(O) = G:(co) = 0 (24) 

G:“+Pr(F,G:‘- F’,G:) = Pr(FOG, -2F,G’,) 

G:(O) = G:(co) = 0. (25) 
Dans cette demitre equation intervient une fonction F2, 
solution de 

F;“+F,F’;--3F;F;+2F’;F, = 
F;F,-FbF;+G,-G, 

2 

F2(0) = F;(O) = F;(~I) = 0. (26) 
4.2.4. Seconde approximation proximale. La solution de 

(IO) possbde la forme : 

17,(5&y) =cos a(ZF:‘(y)+sin a-F,*‘(y)) 

6, (2.~) = cos aF:(y) 

7, (2,~) = cos aGf(y). (27) 

Ces expressions satisfont bien les conditions de raccord (12). 
La fonction F$ est solution du probleme : 

F,*“‘+F,F,*‘‘-F’,F:’ = F’,F:‘-FF:F’;-GG: 

F,*‘(O) = F,*(O) = F,*(w) = 0 (28) 
dont la resolution numtrique est effect&e, comme pour les 

Y 

FIG. 3. Lignes de courant et de vitesse longitudinale nulles. 
c = 0.2, a = n/2. 

autres probltmes differentiels, par une methode de tirs cor- 
rig& associee a un schema de RungeKutta d’ordre quatre. 

4.4. Quelques rhdtats numhiques 
On dtfmit le point de stagnation comme le point de la 

paroi, sur la face amont, oti le frottement est nul. Son abscisse 
est : 

x 
I 

= E sin a F;(O) --E cos a&Y(O) 
F;(O) -E cos aF:“(O) 

Pour un nombre de Prandtl donnb, A’, atteint son maximum 
pour une inchnaison a, satisfaisant I’tquation : 

E’F:“(O) *F,*“(O) cos’ a., 

-E(F$“(O) *F’;(O) cos 2a,-F:“F’i) 

+ F:“(O). F’;(O) cos a, = 0. 

C’est pour a = a,, que la sensibilitt de I’ecoulement vis a vis 
des effet thermiques, dans la zone de stagnation, est la plus 
tlevte. Sur la Fig. 2 sont represent&es les variations de X, en 
fonction du nombre de Prandtl. II en ressort notamment 
que la diminution de ce parametre a pour effet d’accentuer 
I’influence de la convection naturelle sur I’tcoulement. 

La ligne de courant et la ligne de vitesse longitudinale nulle 
ont pour equation respectivement : 

x 
F,(Y) --E cos a&W 

“O=Es’naF,(y)-~cosaF:(y) 

x PO(y) -E cos aF,*‘(y) 
u=o = ’ ‘In a F’, (y) --E cos aF:‘(y) 
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FIG. 4. Evolution du frottement parittal. a = n/2, s = 0.2, 

(a) Pr = 0.7. (b) Pr = 8. 

Ce sont des courbes qui caracterisent la zone de stagnation ; 
elles sont portees sur la Fig. 3. II est aise de montrer que la 
Iigne u = 0 constitue Ie lieu geometrique des sommets des 
lignes de courant. La Fig. 4 montre I’ivolution Ie long de la 
paroi, du coefficient de frottement (C, = &/dy(x, 0)) ; celle 
ci met en exergue la dissymetrie de I’ecoulement. On constate 
que Ies effets thermiques contribuent a une augmentation du 
frottement dans la region I et a une diminution de celui-ci 
dans la region II. Cette constatation n’est en fait valable 
que pour des abscisses angulaires dont Ies module restent 
inferieurs a une valeur Iimite de I’ordre de 90”. Au dela de 
cette abscisse Iimite, Ie frottement dtcroit plus rapidement 
sur la face II que sur la face I, conduisant ainsi plus rapi- 
dement au decollement de la couche limite. 

La distribution parittale du nombre de Nusselt (Fig. 5). 
dtlini par Nu = -r?T/ay(x,O) montre que Ie transfert 
de chaleur est pratiquement insensible aux effets des forces 
d’Archimede partout sauf a proximite des points de sip- 
aration. 

5. CONCLUSION 

L’etude precedente dtcrit un ecoulement de convection 
for&e faiblement perturb& par des forces d’origine ther- 

I I 'I ' 1 ' 11 11 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 lO( 

Ixi (degres) 

FIG. 5. Evolution du nombre de Nusselt. a = x/2, E = 0,2. 

mique. Elle repose sur I’emploi de la mtthode des dtvel- 
oppements asymptotiques raccordis qui conduit a des resul- 
tats plus significatifs que ceux issus dun dtveloppement 
rtgulier en E dans la zone de stagnation oti x = O(E). 

L’approximation retenue s’avtre ‘suffisamment precise’ 
pour permettre d’analyser la perturbation que subit 
I’tcoulement de base. 
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